Komisja Egzaminacyjna dla Aktuariuszy
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Prawdopodobienstwo i statystyka 06.10.2025

Zadanie 1.

W sieci trzech miast A, B, C:
* migdzy miastami A i B sa dwie niezalezne drogi,
* miedzy miastami B 1 C sa dwie niezalezne drogi,
* migdzy miastami A i C jest k niezaleznych drég.

Kazda droga jest nieprzejezdna z prawdopodobieristwem g € (0, 1) niezaleznie od po-
zostatych.

Obliczono, ze prawdopodobienistwo, iz przejazd z A do C jest mozliwy, wynosi
g +1-— 2q5 .

Ile jest drog miedzy A i C, tzn. ile wynosi k?

(A) 1
B) 2
©) 3
(D) 4

(E) 5
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Zadanie 2.

Niezalezne zmienne losowe X i ¥ maja rozktad wyktadniczy o Sredniej 1/A > 0.
Wiadomo, ze X +Y = 10. Ile wynosi warto$¢ oczekiwana X przy tym warunku, tj.
EX|X+Y =10)?

(A) 5
(B) 4
(C) 4.25
(D) 2.5

(E) 1.25
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Zadanie 3.

Niech Xi,...,X5 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym
N(u,c?). Zdefiniujmy

_ > 1 2
X = ;X,-, Y=§Z(X,~—X).

N —

Wiadomo, ze EY = 6. Ile wynosi 0% ?

(A) 4
B) 7.5
<) 9

(D) 2u

U
(E) B}
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Zadanie 4.

Niech X1, oraz X; bgda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach jednostajnych
X ~U(0,4—k), k=1,2.

Definiujemy zmienna ¥ = 1(X; < X3).

Ile wynosi warto$¢ oczekiwana EY ?

V3
(&) 1-7
V3
B) 1—7
V3
©
(D) 1—%@
V3
(B) 1-3
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Zadanie 5.

Z rozktadu normalnego N(u, 62) (z nieznanym u i ¢%) pobrano prébe Xj, ..., X, o
rozmiarze n = 11. Z tej probki policzono klasyczny estymator wariancji

S2:

1
n—1:

1

n _ _ 1 n
(X;i—X)?, gdzieX = - Y X
—1 i=1

Wiadomo, ze gérny kraniec dwustronnego 95% przedziatu ufnosci dla wariancji 6>
wynosi 10.

Ile wynosi warto$¢ estymatora 5?? Wskaz najblizsza odpowiedz.

(A) 22.400
(B) 20.483
(C) 4.404
(D) 3.247

(B) 4.575
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Zadanie 6.
Niech P, = (X1,Y1) i P, = (X»,Y>) beda losowymi punktami na kawatkach (odpowied-
nio pierwszej i trzeciej cwiartce) okrggu jednostkowego zadanymi parametrycznie przez

Py = (cos By,sin 6;), 0, ~ Unif(O, %),

P, = (cos 6,,sin6,), 6, ~ Unif(?t, %7[),
przy czym 6 i 6, sa niezalezne.
Niech D = ||P; — P, || bgdzie odlegtoscia miedzy Py i P>». Okre§lmy R = D
Ile wynosi E[R]?

(A) 2

16
B) 2+E

© T
D) 1+ —

(E) %—2
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Zadanie 7.
Wektor losowy (X,Y) ma rozktad taczny o gestosci

c-x-y dla0<x<2, 1—-x<y<2—x,
flx,y) =

0 w przeciwnym przypadku,

gdzie ¢ > 0 jest stalg. Ile wynosi wartoS¢ oczekiwana zmiennej losowej Y pod warunk-
iem X =x,tj. E(Y|X =x) (dlax € (0,1))?

1
A -
ST E=y
4 —2x

B) —

3
©) 5 —x

14 — 8x

D) —5

14 — 18x + 6x2

(E) 9—6x
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Zadanie 8.
Mamy ciag zmiennych losowych X, ..., X,,n > 5 takich, ze
EX;=1, VarX;=i,dlai=1,...,n, oraz Cov (X;,X;) =1dlai# j.

Zmienne losowe [y, ..., I, sa wzajemnie niezalezne, s tez niezalezne od ciagu X1, ..., X,
i maja rozktad P(I; =0) =P([;=1)=1/2.

n
Var (Z IiX,-> WYynosi:

i=1

A) n(2n4— 2)

n(2n—1)

(B) 7

2n?
©) e
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Zadanie 9.

Wektor (X,Y,Z) ma wielowymiarowy rozktad normalny o Sredniej (0,0,0) i macierzy
kowariancji

0

O DI= =
—_ DN =

Ile wynosi Var (X (Y 4+ Z))?

(A) 6

B) 7

29
© —

15
D) —

(E) 8
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Zadanie 10.
Zmienna losowa X ma rozktad geometryczny z parametrem p € (0,1):

Pr(X = j)=(1—p)/!p, j=1.2,...

Obserwujemy wylacznie przekroczenia progu m € N: rejestrujemy ¥ = X tylko wtedy,
gdy X > m.

Ustalamy liczbe obserwacji k > 2 1 prowadzimy obserwacj¢ az do momentu, gdy zare-
jestrujemy k przekroczen progu m. Otrzymujemy w ten sposoéb prébe Y7, ..., Y,
Zatoimy, ze co najmniej jedna obserwacja spetnia Y; > m+ 1 (unikamy przypadku
brzegowego).

Jakim wzorem wyraza si¢ z estymator najwigkszej wiarogodnosci p parametru p?

k
A) p=
Zi‘(:l(yi_m)
k—1
B) p=———
Yi (Yi—m)
k
C) p=
©r Z§:1(Yi_m—1)
(D) oL dzie?—liY
p_l—i—Y—m’g _kl.:1 :
#{i:Y; = 1
® p= MY

10.
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Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego Z ~ N(0, 1).

P(z) =P(Z<2)

Uwaga: Dlaz < 0,®(z) = 1 — P(—z).
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Rozktad x2.
df X.2995 X.2990 X.2975 X.2950 X.2900 X.2100 X.2050 X.2025 X.2010 X.2005
1 0.000 0.000 0.001 0.004 0.016 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597
3 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860
5 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750
6 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589
10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300
13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801
16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 11.651 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 8.260 9.591 10.851 12.443 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401
22 8.643 9.542 10.982 12.338 14.041 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559
25 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928
26 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290
27 11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645
28 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 37.916 41.337 44.461 48.278 50.993
29 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336
30 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672
40 20.707 22.164 24.433 26.509 29.051 51.805 55.758 59.342 63.691 66.766
50 27.991 29.707 32.357 34.764 37.689 63.167 67.505 71.420 76.154 79.490
60 35.534 37.485 40.482 43.188 46.459 74.397 79.082 83.298 88.379 91.952
70 43.275 45.442 48.758 51.739 55.329 85.527 90.531 95.023 100.425 | 104.215
80 51.172 53.540 57.153 60.391 64.278 96.578 101.879 | 106.629 | 112.329 | 116.321
90 59.196 61.754 65.647 69.126 73.291 107.565 | 113.145 | 118.136 | 124.116 | 128.299
100 | 67.328 70.065 74.222 77.929 82.358 118.498 | 124.342 | 129.561 | 135.807 | 140.169

Pole (szary obszar na rysunku ponizej) P( xﬁ > xé) wynosi o.
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Arkusz odpowiedzi*
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Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja*
1 C
2 A
3 B
4 E
5 D
6 B
7 E
8 D
9 C

10 A

* Oceniane sa wytacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi
* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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