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Zadanie 1.

Dla pewnego ryzyka warto$¢ pojedynczej szkody ma rozktad okreslony na zbiorze liczb
naturalnych (bez zera), a taczna warto$¢ szkod X ma zlozony rozktad Poissona. Sktadka
netto za nadwyzke tacznej szkody X ponad k dla wybranych warto$ci k£ wynosi:

k 3 4 6 7
E[(X—k)+] 0.244 | 0.172 | 0.111 | 0.089

Prawdopodobienstwo, iz taczna warto$¢ szkod X wyniesie 4, 5 lub 6 wynosi:

(A) 0216
(B)  0.155
(C)  0.050
(D) 0.033

(E)  brakuje danych do udzielenia jednoznacznej odpowiedzi



Matematyka pozostatych ubezpieczen osobowych i majatkowych 6. 10.2025 1.

Zadanie 2.
Laczna wartos$¢ szkod S wyraza sie wzorem:

S=X,+--+X,

gdzie warto$ci poszczegdlnych szkod (X, to warto$¢ i-tej szkody) sa zmiennymi
losowymi niezaleznymi nawzajem oraz od zmiennej N (liczby szkod). Kazda ze
zmiennych X, ma rozklad wykladniczy o wartosci oczekiwanej 2, za§ N ma rozklad

geometryczny okreslony na liczbach naturalnych z zerem i z ilorazem postepu 0.5.
Pr(S < 41n2) wynosi:

A 09
(B) 0.75
(©) 0.6
(D) 045
(E) 03
Wskazowka: Zauwaz, ze funkcja tworzqca momenty zmiennej losowej S jest postaci:
p+(-p)—=
a—t
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Zadanie 3.

Pewne ryzyko generuje szkody zgodnie z procesem Poissona z parametrem
intensywnosci 6. O parametrze 6 zakladamy, Ze jest on realizacja zmiennej losowe;j
® o rozktadzie Gamma (2,1). Niech N(t) oznacza liczbe szkod w czasie od 0 do ¢,
za§ T (t) - chwile wystapienia pierwszej szkody po momencie ¢.

E(T(3)— 3|N(3) = 3) Wynosi:

A 1
®
© 5
™
® 3
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Zadanie 4.
Niech X, ; oznacza warto$¢ szkod zasztych w roku 7 i zlikwidowanych w roku (t + j),

zas CX;; = {=0 X i odpowiednie wartosci skumulowane. Zakladamy, iz likwidacja
szk6d zamyka si¢ w okresie J lat, a wige iz dla j > J wszystkie X, ; rtOwnajg si¢ zeru.
Zalozenia o momentach pierwszych dwoch rzgdow sa nastgpujace:
* E(Xt,j|ﬂt) =T Ue,
e gdzie wspotczynniki rozkiadu opdznienia 7; sg nieujemne i Z§=o r=1

i Cov(Xt,j'Xs,i|ﬂt'ﬂs) = {

o E(u)=up
e E(0c}) = c?

rjof jeSlit=s oraz i=j

0 w p.p.

a jeSlit=s
o cov(uy, Us) :{o J W p.p.

Znamy wartos$ci parametrow:

2 2 1
o (ro,r,1) = (_ - —),

10’10’10
e u=1000,
e 02 =10000,
e a=10000.

Kalkulacje rezerwy na koniec 2024 roku na szkody zaistniate w 2022 roku i do tej
pory niezlikwidowane przeprowadzamy w oparciu o predyktor liniowy postaci:

Pred(cxzozz,] - CX2022,2|CX2022,2) = by + b1CX3022,2
Minimalizujac btad $redniokwadratowy predyktora otrzymujemy wartosci
parametréw (bg, b,). Warto$¢ parametru b; wynosi:

(A)  1/2
B) 2/5
©) 1/3
(D) 1/4
(E) 1/5
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Zadanie 5.
W pewnym ubezpieczeniu mamy do czynienia z ciggltym, stopniowym wzrostem liczby
ryzyk w portfelu, co wyraza zalozenie, iz zmienna 7 oznaczajagca moment zaj$cia
losowo wybranej szkody z tego portfela w ciggu roku (o ile oczywiscie do szkody
dojdzie) ma rozktad dany na odcinku (0, 1) gestoscia:

o fr(t)=09+0.2t

Niech D oznacza odstgp w czasie od momentu zajscia szkody do jej likwidacji.
Zmienna ta ma rozklad wyktadniczy z warto$cig oczekiwang rowng 1 (rok).

Zakladamy ze zmienne losowe T oraz D s3 niezalezne. Prawdopodobienstwo, iz
szkoda, do ktorej doszto w ciggu roku, pozostanie nie-zlikwidowana na koniec tego
roku, z przyblizeniem do jednego punktu procentowego wynosi:

(A)  68%
(B)  64%
©)  60%
(D)  55%
(E)  50%
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Zadanie 6.
Proces nadwyzki ubezpieczyciela opisany jest przez klasyczny model:
U(t)=u +ct =Sy
gdzie u jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest sumg sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,
S, = ZX . jest suma wyptat, gdzie pojedyncze wyplaty:

i=1
X, sa zmiennymi losowymi niezaleznymi nawzajem i od procesu N (t), 0
identycznym rozkladzie wyktadniczym z wartos$cig oczekiwang u .
Prawdopodobienstwo ruiny oznaczymy przez WV :
¥ =Pr(3re(0,), U(r)<0)
Rozwazmy prawdopodobienstwa ruiny dla trzech nast¢pujacych zestawow
parametrOw procesu:
¥, dlaprocesu o parametrach:  u; =20, ¢; =20, pu, =1, 4,=18
Y, dlaprocesu o parametrach:  u; =40, ¢; =40, pu =2, A, =18
Y, dlaprocesu o parametrach: u; =40, ¢; =40, pu, =1, 4, =36

Ktore z ponizszych stwierdzen jest prawdziwe?
A VY =VY,>Y,
B) VY >V, >V,
© VY, =Y, <Y,
(D) VY, <Y, =Y,

(E) Y, =Y,
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Zadanie 7.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela, a wigc proces:
U(t)=u+(1+0)Auyt =S, gdzie:

o  N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,
e S,=>Y (lubzero,jesli n=0)
i=1

e Y.,Y,.Y,,.. toniezalezne zmienne losowe o tym samym rozkladzie danym na

a

(24%

polosi dodatniej gestoscig: fy (V) =——+.
(v+y)

Wiemy, ze parametry procesu wynosza:
e a=2,v=2 oraz 9=%.

Prawdopodobienstwo ruiny W (u), a wigc zdarzenia:

e 17 >0 takie,ze U(T)<0
jest funkcja nadwyzki poczatkowej u. Wiadomo, ze dla odpowiednio dobranych
parametroOw a,b,c funkcja ta spetnia zaleznos¢:

lim W (u)(1+au)’ =c

Wartos$ci parametréw (a, b, c) wynosza:
A (abe)=(325)
B) (a,b,c)=(@1,2,5)
(© (a,b,c)=1(22,5)
® (abe)=(15)

(E) (a,b,c)=1(21,5)
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Zadanie 8
Ponizej w tabelach przedstawiono trzy alternatywne scenariusze dotyczace duzej
populacji  kierowcow ubezpieczonych w zakresie Auto Casco u duzego
ubezpieczyciela przez dwa lata: 2022 1 2023. W roku 2022 wszyscy mieli wykupione
ubezpieczenie pelne. W roku 2023 tym samym kierowcom zaoferowano wybor
pomiedzy polisg taka jak w roku poprzednim oraz polisg tansza, gwarantujacg jedynie
pokrycie 80% wartosci kazdej ewentualnej szkody. Populacja kierowcow podzielita
si¢ na dwie grupy:

e Grupe 1 tych, ktorzy wykupili ubezpieczenie pelne, tak jak w roku 2022

e Grupg 2 tych, ktorzy wykupili polis¢ z pokryciem 80%.
Ponizej zaprezentowane sg trzy mozliwe rezultaty wprowadzenia przez ubezpieczyciela
mozliwosci wyboru, obserwowane przez pryzmat czgstosci szkdd wg grupy i1 roku
obserwacji. Oczywiscie w ciggu roku 2022 ubezpieczyciel nie wiedziat, kto nalezy do
grupy 1, a kto do grupy 2. Kto do ktorej grupy nalezy okazalo si¢ w roku 2023, i po jego
zakonczeniu mozna bylo nie tylko zaobserwowac czgsto$¢ szkod w podziale na grupy
w tym roku, ale takze w roku 2022.

Scenariusz | 2022 2023
Grupa 1 0,20 0,18
Grupa 2 0,20 0,18

Scenariusz Il 2022 2023
Grupa 1l 0,20 0,20
Grupa 2 0,20 0,16

Scenariusz llI 2022 2023
Grupa 1l 0,23 0,23
Grupa 2 0,17 0,17

Ktory ze scenariuszy stanowi ilustracje zjawiska pokusy naduzycia (moral hazard),
ktory negatywnej selekcji (adverse selection), ktory za$ nie ilustruje zadnego z tych
zjawisk?

(A)  Scenariusz I — negatywna selekcja, scenariusz II — pokusa
naduzycia, Scenariusz III - Zadne

(B) Scenariusz I — pokusa naduzycia, scenariusz II — negatywna
selekcja, Scenariusz III - zadne

(C)  Scenariusz I — negatywna selekcja, scenariusz II — zadne,
scenariusz III — pokusa naduzycia

(D)  Scenariusz I — Zzadne, scenariusz Il — pokusa naduzycia,
scenariusz III — negatywna selekcja

(E)  Scenariusz I — pokusa naduzycia, scenariusz II — Zadne,
scenariusz III — negatywna selekcja
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Zadanie 9.
Niech:
e Y bedzie zmienng losowa o rozkladzie Gamma (a, 1), z warto$cia oczekiwang
réwng wariancji, rowna a;
e R bedzie liczbg z przedziatu (0,1).
Wtedy:
CiiI;g E{exp[R(Y — d)]|Y > d}

WYynosi:

1

(A) (ﬁ) dla dowolnych a >0

(B) ﬁ dla dowolnych a >0

(C) jeden dla dowolnych a >0

(D) (ﬁ) da a>1, za§ —-— dla a € (0,1)

1-R

B = daoa>1 zs (L) dlaaco

1-R
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Zadanie 10.
W pewnym ubezpieczeniu szkody zawsze likwidowane sg nie pdzniej, niz w roku
nastgpujacym po roku zajscia. Niech X, , oraz X, ; oznaczajg taczng wartos$¢ szkod
zaistnialych w roku #, a likwidowanych w tym samym roku oraz w roku nast¢pnym,
odpowiednio. Mamy w dyspozycji probke obserwacji z lat t = 1,2, ..., n:

* X10,X1,1,X20,X2,1, ) X0y X1
Zaktadamy, ze wszystkie powyzsze zmienne s niezalezne, 1 majg rozkltady Gamma o
parametrach:

o X o~T(app) t=1,2,..,n,

o X 1~T(ay,B) t=12,..,n.

Nie znamy warto$ci parametrow (e, a,, ), w istocie jednak interesuje nas jedynie
(247) + aq

parametr f 1=
o

Rozwazamy estymator tego parametru postaci:
o f= Yie1(Xeo+Xea)
1=
Z?: 1 Xt,O

Stosunek kwadratu obcigzenia do wariancji tego estymatora:

. E[(f1—f1)2]

var(f)
WYynosi:
1
o (@0—7)
(A) 2
a0+a1—ﬁ
1
1“1(“0—5)
B = 2
Tla0+a1—ﬁ
1
1 @1(@0—)
© = 1
Tla0+a1—ﬁ
2
o (@0-7)
(D) 1
a0+a1—ﬁ
2
1 &1\ Xo—
L ro(ad)

1
n a0+a1—ﬁ

10
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Egzamin dla Aktuariuszy
Sesja egzaminacyjna w dniu 6 pazdziernika 2025r.

Matematyka pozostalych ubezpieczen osobowych i majatkowych
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" Oceniane s3 wylgcznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna
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