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Zadanie 1    

 

Niech 
nn YYYXXX ,,,,,,, 2121   będą niezależnymi zmiennymi losowymi przy danym 

 . Zmienne niX i ,,2,1  ,  , mają warunkowe rozkłady wykładnicze o wartości 

oczekiwanej 


1
, zmienne losowe niYi ,,2,1  ,  , mają rozkłady dwupunktowe 

𝑃(𝑌𝑖 = 1) = 0,75 = 1 − 𝑃(𝑌𝑖 = 0). Rozkład brzegowy zmiennej   jest rozkładem 

gamma o gęstości  
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Zadanie 2 

 

Niech   
621 ,,, XXX   będą niezależnymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkładzie 

normalnym z wartością oczekiwaną 0 i wariancją 


1
,  gdzie 0 jest nieznanym 

parametrem. Zakładamy, że parametr    ma rozkład  a priori  o gęstości  
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Wyznaczamy bayesowski przedział ufności dla parametru 


1
 postaci  ba,  taki, że  
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gdzie  x|  oznacza prawdopodobieństwo przy rozkładzie a posteriori, gdy 

zaobserwowana wartość próbki losowej jest równa  621 ,,, xxxx  . Tak otrzymany 

przedział jest równy  
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Zadanie 3 

 

Niech 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, …  będą  niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładzie 

jednostajnym na przedziale (0, 1). Niech N będzie zmienną losową o rozkładzie 

Poissona o wartości oczekiwanej 4, niezależną od zmiennych 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, ….  

Niech  

𝑀 = {
max⁡{𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, … , 𝑋𝑁} 𝑔𝑑𝑦⁡𝑁 > 0

0 𝑔𝑑𝑦⁡𝑁 = 0
 

Wyznacz warunkową wartość oczekiwaną E(N|M=0,5).  
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Zadanie 4  
 

Zakładając, że obserwacje 1221 ,,, xxx    stanowią próbkę losową z rozkładu Weibulla o 

gęstości  

𝑓𝜃(𝑥) = {

𝜃

2√𝑥
𝑒−𝜃√𝑥 gdy⁡⁡𝑥 > 0

0 w⁡przeciwnym⁡przypadku,

 

gdzie  0  jest nieznanym parametrem, wyznaczono wartość estymatora największej 

wiarogodności parametru   i otrzymano 5,1ˆ  . W próbce były dwie obserwacje o 

wartości 4, a pozostałe dziesięć obserwacji miało wartości mniejsze od 4. Okazało się, 

że w rzeczywistości zaobserwowane wartości były realizacjami zmiennych losowych 

 4,min ii YX  , gdzie 
iY , 12,,2,1 i , są niezależnymi zmiennymi losowymi z 

rozkładu o gęstości f . Wyznaczyć wartość estymatora największej wiarogodności 

parametru   po uwzględnieniu modyfikacji założeń.  
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Zadanie 5  

 

Niech  
521 ,,, XXX  ,  będą niezależnymi zmiennymi losowymi z rozkładu Pareto o 

gęstości 

 𝑝𝜃1(𝑥) = {

𝜃1

(1+𝑥)𝜃1+1
gdy⁡⁡𝑥 > 0

0 w⁡przeciwnym⁡przypadku
,  

a 421 ,,, YYY    niezależnymi zmiennymi losowymi z rozkładu Pareto o gęstości  

𝑝𝜃2(𝑥) = {

𝜃2

(1+𝑥)𝜃2+1
gdy⁡⁡𝑥 > 0

0 w⁡przeciwnym⁡przypadku
,  

gdzie 21,  są nieznanymi parametrami dodatnimi. Wszystkie zmienne są niezależne. 

Niech 1̂ , 2̂  będą estymatorami największej wiarogodności parametrów 1  i 2  w 

oparciu o próby 
521 ,,, XXX   i 421 ,,, YYY   odpowiednio.   Weryfikujemy hipotezę 

210   :  H  przy alternatywie 211   :  H  testem o obszarze krytycznym  
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gdzie c jest stałą dobraną tak, by test miał rozmiar 0,05.  

Wtedy c jest równe 
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Zadanie 6   

 

 Niech ),( YX  będzie dwuwymiarową zmienną losową o funkcji gęstości  
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Niech YXV   i YXZ  . Wtedy  𝑃(𝑍 > 1|𝑉 = 2)  jest równe 
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Zadanie 7 
 

Niech 
nXXX ,,, 21   będą niezależnymi zmiennymi losowymi z rozkładu normalnego 

o wartości oczekiwanej 0 i nieznanej wariancji 2 . Rozważamy estymatory 

odchylenia standardowego   postaci 



n

i

ic Xc
1

̂ . Niech 
c̂  oznacza estymator o 

najmniejszym błędzie średniokwadratowym w klasie rozważanych estymatorów.  

Wtedy c  jest równe   
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Zadanie 8 

 

 Zakładamy, że zależność czynnika Y od czynnika  x (nielosowego) opisuje model 

regresji liniowej 
iii xY   10
, gdzie błędy 

i  są niezależne i mają rozkłady 

normalne o wartości oczekiwanej 0 i wariancji 1. Obserwujemy zmienne losowe  

nYYY ,,, 21   przy danych wartościach  
nxxx ,,, 21  . Test najmocniejszy dla 

weryfikacji hipotezy  

1  i  0  : 100  H   

przy alternatywie  

2  i  2  : 101  H  

 na poziomie istotności 0,05 odrzuca hipotezę 
0H , gdy spełniona jest nierówność 
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Zadanie 9 

 

Wykonujemy niezależnie rzuty symetryczną kostką do gry tak długo, aż uzyskamy 

sześć oczek w jednym rzucie. Oblicz prawdopodobieństwo, że wykonano siedem 

rzutów, jeśli wiadomo, że dwa razy wypadły trzy oczka.  
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Zadanie 10 

 

Niech 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋10 będą niezależnymi zmiennymi losowymi z rozkładu ciągłego, 

symetrycznego, o ściśle rosnącej dystrybuancie o medianie m.  

Wtedy 𝑃(𝑋3:10 < 𝑚 < 𝑋7:10)  jest równe  
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Egzamin dla Aktuariuszy z 12 czerwca 2017 r. 
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